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 كما موضح في الشكل التالي:  2Rفي الفضاء الثنائي  y1v= (x ,1(ليكن المتجه  : R2R ,3في  المتجه طول

 

‖𝑣‖ويعرف كالتالي  ‖𝑣‖يرمز له بالرمز  vعندئذ طول المتجه  =  √𝑥1
2 + 𝑦1

2  

‖𝑣‖فأن  3Rاما اذا كان المتجه في الفضاء الثلاثي  =  √𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝑧1
2 

 

 v= (-3, 2, 1)مثال: جد طول المتجه 

 الحل: 

‖𝑣‖ =  √(−3)2 + (2)2 + (1)2 = √14  

 

 ملاحظة: لحساب المسافة بين نقطتين يتم استخدام القانون التالي 

d= ‖𝑝1𝑝2⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑‖ =  √(𝑥2 − 𝑥1)
2 + (𝑦2 − 𝑦1)

2                                         𝑅2  

 

d= ‖𝑝1𝑝2⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑‖ =  √(𝑥2 − 𝑥1)
2 + (𝑦2 − 𝑦1)

2 + (𝑧2 − 𝑧1)
2                  𝑅3 

 

  p1p ,(3,2)2)=-(5 ,1مثال: جد المسافة بين النقطتين 

 الحل:

d= ‖𝑝1𝑝2⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑‖ =  √(−1 − 3)2 + (5 − 2)2      = √16 + 9 = 5 𝑢𝑛𝑖𝑡  

 

 



 

 ضرب المتجهات: 

 :dot productالضرب النقطي 

المحصورة بينهما فأن هي الزاوية 𝜃متجهين في الفضاء الثنائي او الثلاثي و كانت   u,vتعريف: اذا كان 

 يعرف كالتالي:  العددي ) النقطي(الضرب 

 

𝑢. 𝑣 = ‖𝑢‖. ‖𝑣‖ 𝑐𝑜𝑠𝜃 

 

  u.vجد  °45المحصورة بينهما تساوي   𝜃و الزاوية  u=(0, 0, 1), v= (0, 2, 2)مثال: اذا كان 

 الحل: 

𝑢. 𝑣 = ‖𝑢‖. ‖𝑣‖ 𝑐𝑜𝑠𝜃 

‖𝑢‖ = √0 + 0 + 1 = 1 

‖𝑣‖ = √0 + 4 + 4 = √8 = 2√2 

u.v= 1. 2√2. Cos 45 

      = 1. 2√2.
1

√2
= 2 

                  يمكن إيجاد الضرب النقطي لمتجهان بطريقة أخرى باستخدام مركبات المتجهين فاذا كان *

𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)    و𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)  فأن 𝑢. 𝑣 =  (𝑢1. 𝑣1 + 𝑢2. 𝑣2 + 𝑢3. 𝑣3) 

 

  vو  uو الزاوية بين  u.vجد  v= (1,1,2)و  u= (2, -1, 1)مثال: ليكن 

 الحل: 

u.v= (2.1)+(-1.1)+(1.2) = 2-1+2 = 3 

‖𝑣‖ = √𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝑧1
2 = √1 + 1 + 4 = √6 

‖𝑢‖ =  √𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝑧1
2 = √4 + 1 + 1 = √6 



𝑢. 𝑣 = ‖𝑢‖. ‖𝑣‖ 𝑐𝑜𝑠𝜃 

3 = √6.√6 𝑐𝑜𝑠𝜃 →   𝑐𝑜𝑠𝜃 =
1

2
            ∴ 𝜃 = 60° 

 

 هي الزاوية المحصورة بينهما عندئذ  𝜃ولتكن  2Rاو  3Rمتجهين غير صفريين في  u,v نظرية: ليكن 

1- ‖𝑣‖ = (𝑣. 𝑣)
1

2 

2- 𝑢. 𝑣 = 0 ↔  θ =
𝜋

2
    

 البرهان :

.𝑣تساوي صفرا فأن  u,vبين   θ لما كانت الزاوية  -1 𝑣 = ‖𝑣‖. ‖𝑣‖ 𝑐𝑜𝑠𝜃 = ‖𝑣‖2. وعلية   1

.𝑣) =نجد ان  𝑣)
1

2 ‖𝑣‖  

𝑐𝑜𝑠𝜃بالفرض فأن  u≠ 0, v≠0اذا كان  -2 = 0 ⟸ θ =
𝜋

2
و  vعمودي على  uمنه انت  نستنتج 

θبالعكس اذا كانت  =
𝜋

2
𝑐𝑜𝑠𝜃فأن    = .‖u.v= ‖𝑢وبالتالي فأن   0 ‖𝑣‖ .0 = 0   

 

 

 :vector product (cross product)الضرب الاتجاهي 

متجهين في الفضاء الثلاثي فأن الضرب الاتجاهي لهما  3v ,2, v1), v= (v3, u2, u1u= (u(تعريف: اذا كان 

(𝑢 𝑥 𝑣 )و بعرف كالتالي:  𝑢 𝑥 𝑣يرمز له بالرمز  = (𝑢2𝑣3 − 𝑢3𝑣2,  𝑢3𝑣1 − 𝑢1𝑣3, 𝑢3𝑣1 − 𝑢1𝑣3) 

 او بطريقة المحددات:

𝑢𝑥𝑣 = (|
𝑢2 𝑢3

𝑣2 𝑣3
| , − |

𝑢1 𝑢3

𝑣1 𝑣3
| , |

𝑢1 𝑢2

𝑣1 𝑣2
|) 

بواسطة مركبات  2x3باستخدام المصفوفات اذ تكون مصفوفه من السعة    𝑢𝑥𝑣وهناك طريقة سهلة لحساب 

  u,vالمتجهين 

[
𝑢1 𝑢2 𝑢3

𝑣1 𝑣2 𝑣3
] 

. vو الصفق الثاني من مركبات المتجه  uبحيث يكون الصف الأول من مركبات المتجه 

بحذف العامود الأول من المصفوفة ثم نأخذ  𝑢𝑥𝑣فنحصل على المركبة الأولى للضرب الاتجاهي 

المحدد للباقي و كذلك سالب محدد المركبة الثانية بحذف العمود الثاني من المصفوفة و محدد المركبة الثالثة 

 بحذف العمود الثالث من المصفوفة.



 

 

 u= (1, 2, -2), v= (3, 0, 1)اذا كان  𝑢𝑥𝑣 مثال: جد 

 الحل: نكون المصفوفة 

[
1 2 −2
3 0 1

] 

 

𝑢𝑥𝑣 = (|
2 −2
0 1

| , − |
1 −2
3 1

| , |
1 2
3 0

|) 

        =  (2,−7,−6) 

 نلحظ ان الضرب الداخلي يعطي عدداً حقيقياً اما الضرب الاتجاهي فأنه يعطي متجهاً. 

ونبين كذلك الضرب  والضرب الاتجاهيسنقدم النظرية التالية التي تعطي العلاقة بين الضرب الداخلي 

 .vوuيكون عمودياً على كل من  u,vالاتجاهي للمتجهين 

 

 فأن 3Rمتجهين في  vو uإذا كان  نظرية:

1-  u. (u𝑥v) =  (uعمودي على  u𝑥v (أي ان  0 

2- v. (u𝑥v) =  (vعمودي على  u𝑥v أي ان ) 0 

 

 البرهان: 

𝑢ليكن  -1 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)  و𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)  3متجهين فيR عندئذ 

𝑢. (𝑢𝑥𝑣) = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3).  (𝑢2𝑣3 − 𝑢3𝑣2,  𝑢3𝑣1 − 𝑢1𝑣3, 𝑢3𝑣1 − 𝑢1𝑣3) 

  = 𝑢1𝑢2𝑣3 − 𝑢1𝑢3𝑣2 + 𝑢2𝑢3𝑣1 − 𝑢2𝑢1𝑣3 + 𝑢3𝑢1𝑣2 − 𝑢3𝑢2𝑣1) = 0 

 

 واجب. -2

 

 



 

.uفأحسب  3Rمتجهين في   v=(3, 0, 4)و  ,u=(1,3-(2مثال: اذا كان  (u𝑥v)  وv. (u𝑥v) 

 الحل: نكون المصفوفة 

[
1 3 −2
3 0 4

] 

𝑢𝑥𝑣 = (|
3 −2
0 4

| , − |
1 −2
3 4

| , |
1 3
3 0

|) 

         =(12, -10, -9) 

𝑢. (𝑢𝑥𝑣) = (1,3, −2). (12, −10,−9) = 12 − 30 + 18 = 0 

𝑣. (𝑢𝑥𝑣) = (3,0,4). (12,−10,−9) = 36 + 0 − 36 = 0 

 

 

  متجهات الوحدة:

        فان المتجه 3Rاو  2Rمتجهاّ في  0v ≠ليكن متجه الوحدة هو ذلك المتجه الذي طوله يساوي واحد. 

𝑢 =
𝑣

‖𝑣‖
  vهو متجه الوحدة باتجاه  

 

  2Rمتجه غير صفري في  ) =v-(3,4ليكن 

‖𝑣‖ =  √(−3)2 + (4)2 = 5 

 هو  vمتجه الوحدة باتجاه 

𝑢 =
(−3, 4)

5
= (

−3

5
,
4

5
) 
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