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 التمثيل الهندسي للعدد المعقد  (11.1)

د معق ا ل ع 𝑧ن  = 𝑥 + 𝑖𝑦  اتها اث ة اح , 𝑥 )قابل نق 𝑦 )  م ال𝑥𝑦  ة في ل نق الع ( أ أن  و

اً ) 𝑥𝑦ال  داً معق  تقابل ع

 

 

 

د معق   ل ع ه  𝑧و له  ه ت ای ة ب د  نق ي تقابل ذل الع ة ال ق ه ال هة الأصل ونهای ا ال ل ه وان 

افة ب  د (أ ان ال ل الع لقة ل ة ال ا یلي (𝑥،𝑦)و (0،0)ه ال  ( 

(𝟎 − 𝒙)𝟐 + (𝟎 − 𝒚)𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = |𝒛| 

د   مثال  عق  ارس الع 𝑧  ال = −3 + 2𝑖  

د  :الحل 𝑧 الع = −3 + 2𝑖  ة ق           𝑝(−3,2) قابل ال

 

 

 

ان   𝑧اذا  = 𝑥 + 𝑖𝑦   , 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  ي تقابفأن ة ال ق 𝑧 لال + 𝑧 اتها اث ي اح ة ال ق   هي ال
(𝑥 + 𝑥 , 𝑦 + 𝑦 ی  ( عق دی ال الع ل  افة ب نق م 𝑧أن ال   , 𝑧 هي 

|𝑧 − 𝑧 | = (𝑥 − 𝑥 )𝟐 + (𝑦 − 𝑦 )𝟐 

𝑝(−3,2) 𝑞(𝑥, 𝑦) 

 المحور الحقيقي

خياليالمحور ال  
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 المعقدالصيغة القطبية للعدد  (12.1)

,𝑟)ل  𝜃)  ة ق ة لل ات الق اث ل الاح عق  𝑝ت د ال ي تقابل الع 𝑧ال = 𝑥 + 𝑖𝑦   ح 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃       ,   𝑦 = 𝑟 sin 𝜃   , 𝜃 = tan
𝑦
𝑥

 , 𝑟 = 𝑥 + 𝑦  

عق   د ال 𝑧ان الع = 𝑥 + 𝑖𝑦 ة غة الق ال ه  اب  :   𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) 

 

 

 

قي د ال ل  𝑟 الع هة ال  ل ال |𝑧|أ    𝑧ه  = 𝑟  قيو د ال د  𝜃 ان الع ة الع اد ة الاع ى زاو

عق م له   𝑧ال 𝜃و = 𝑟𝑎𝑔(𝑧)  ل اعفات  θول ال ها  ع لف ع  ة ت هي م ال ال د غ م  .2𝜋ع
ة  او ان ال ة  θواذا  ,𝜋−)ض الف 𝜋)  ة له وت ة الأساس او ى ال 𝜃ت = 𝐴𝑎𝑔(𝑧)  ای ان𝜋 ≤

𝐴𝑎𝑔(𝑧) ≤ −𝜋  ن ا  ه  و

𝑎𝑟𝑔(𝑧) = 𝐴𝑎𝑔(𝑧) + 2𝑘𝜋, 𝑘 = 0 ± 1, ±, … 

ة ملاحظة: ة زاو اد  عق لا د ال ه. 𝑎𝑟𝑔(𝑧) الع ع ال تقع  فة ال   مع

ا هياذا  .1 قى  ع الأول ت   .ان في ال

            
cos 𝜃 = = ج   م

sin 𝜃 = = ج م
⟹ ع الاول  ال

ة  .2 زاو ن ال اني ت ع ال ان في ال πاذا  − θ  . 

cos 𝜃 =
𝑥
𝑟

=   سال

sin 𝜃 =
𝑦
𝑟

= ج م
⟹ اني ع ال  ال

             𝑥 

 𝑦 
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ة  .3 زاو ن ال ال ت ع ال ان في ال πاذا  + θ  . 

cos 𝜃 =
𝑥
𝑟

=   سال

sin 𝜃 =
𝑦
𝑟

= سال
⟹ ال ع ال  ال

ة  .4 زاو ن ال ال ت ع ال ان في ال 2πاذا  − θ   . 

          
cos 𝜃 = = ج   م

sin 𝜃 = = سال
⟹ ع ا ع ال  ال

د اك  مثال  عق  الع 𝑧  ال = √2 + √2𝑖 س ة مع ال  غة الق

𝑟                                                  :الحل = 𝑥 + 𝑦 = 2 + 2 = 4 ⟹ 𝑟 = 2 

 𝜃 = tan
𝑦
𝑥

= tan (1) ⟹ 𝜃 =
𝜋
4
 

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = 2 cos
𝜋
4

+ 𝑖 sin
𝜋
4

 

ة : ملاحظة او ه ل ه قات ال ا ة ل م ال اد عقالاع د ال     هي لع
𝑎𝑟𝑔(𝑧 𝑧 ) = 𝑎𝑟𝑔(𝑧 ) + 𝑎𝑟𝑔(𝑧 ) 

𝑎𝑟𝑔
𝑧
𝑧

= 𝑎𝑟𝑔(𝑧 ) − 𝑎𝑟𝑔(𝑧 ) 

عقملاحظة د ال ب الع د    𝑧: إذا ض د  𝑖الع هة الع ة   𝑧فأن ال او ور ب عكس عقارب الساعة لینطبق على  ی
  𝑖𝑧المتجھة 

𝑧                                                                            لبرهانا = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) 

   𝑖 = cos
𝜋
2

+ 𝑖 sin
𝜋
2
 

 𝑖𝑧 = cos + 𝑖 sin 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) 

= 𝑟 cos 𝜃 cos
𝜋
2

− sin 𝜃 sin
𝜋
2

+ 𝑖 cos
𝜋
2

sin 𝜃 + sin
𝜋
2

cos 𝜃  

= 𝑟 cos 𝜃 +
𝜋
2

+ 𝑖 sin 𝜃 +
𝜋
2

 

𝜃 =
𝜋
4

 

𝑧 = √2 + √2𝑖 

𝑦 

𝑥 

𝜃 =
𝜋
2

 

𝑧
= 𝑥 + 𝑖𝑦 

𝑦 

𝑥 

𝑧 = −𝑥 + 𝑖𝑦 
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 لإحداثيات القطبيةستخدام اباللعدد المعقد يجاد النظير الضربي إ  )13.1(

𝑧  نستخدم العلاقة الاتیة النظیر الضربي بالإحداثیات القطبیة لإیجاد  = [cos(−𝜃) + 𝑖 sin(−𝜃)] 
 :رهانالب

1
𝑧

=
1

𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) =
1

𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)
(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃)
(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃) 

=
cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃

𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) =
1
𝑟

(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃) 

=
1
𝑟

[cos(−𝜃) + 𝑖 sin(−𝜃)] 

د مثال  ي للع 𝑧 ج ال ال = 1 + 𝑖    ة ات الق اث ام الاح  اس

𝑟                                                 :الحل = √2 , 𝜃 = tan = tan (1) ⟹ 𝜃 = 

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = √2 cos
𝜋
4

+ 𝑖 sin
𝜋
4

 

𝑧 =
1
𝑟

[cos(−𝜃) + 𝑖 sin(−𝜃)] 

=
1

√2
cos −

𝜋
4

+ 𝑖 sin −
𝜋
4

 

=
1

√2
1

√2
− 𝑖

1
√2

=
1
2

−
1
2

𝑖 

Exercises (4)  
ان  (1) 𝑧اذا  = 2 + 2𝑖 اد ة ارس الاع ة الات عق ,𝑧    ال −𝑧  , 𝑧, |𝑧| 
ان  (2) ان  اذا  𝑧اذا  = −3 + 4𝑖  , 𝑧 = 1 + 2𝑖  : 𝑧  لا م أرس ف + 𝑧  ،𝑧 − 𝑧  ل ث اح 

ه  .ال
اد اك (3) عق الاع ة ال سة الات ة مع ال  غة الق

𝑧 = 1 + √3𝑖  , 𝑧 = −1 + 𝑖  , 𝑧 = −1 − 𝑖  , 𝑧 =  2√3 − 2𝑖   
د (4) ي للع 𝑧  ج ال ال = −1 − 𝑖   ة ات الق اث ام الاح  اس
𝑎𝑟𝑔(𝑧   :  اث ان   (5) 𝑧 ) = 𝑎𝑟𝑔(𝑧 ) + 𝑎𝑟𝑔(𝑧 ) 
𝑎𝑟𝑔 اث ان :         (6) = 𝑎𝑟𝑔(𝑧 ) − 𝑎𝑟𝑔(𝑧 ) 

𝜃 =
𝜋
4

 

𝑧 = 1 + 𝑖 𝑦 

𝑥 

𝑧 =
1
2 −

1
2 𝑖 

𝜃 = −
𝜋
4
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  4حل تمارين 

ان  (1) 𝑧اذا  = 2 + 2𝑖 اد ة ارس الاع ة الات عق ,𝑧    ال −𝑧  , 𝑧, |𝑧| 

𝑧 = 2 + 2𝑖 
−𝑧 = −2 − 2𝑖 
 𝑧 = 2 − 2𝑖 

|𝑧| = √4 + 4 = 2√2 

 

ان  (2) ان  اذا  𝑧اذا  = −3 + 4𝑖  , 𝑧 = 1 + 2𝑖  : ه ف 𝑧   أرس ال + 𝑧    ،  𝑧 − 𝑧  ث
 .هلا ااح 

𝑧 + 𝑧 = (1 + 2𝑖) + (−3 + 4𝑖) = −2 + 6𝑖 

|𝑧 + 𝑧 | = √4 + 36 = √40 ≈ 6.3 

𝑧 − 𝑧 = (−3 + 4𝑖) − (1 + 2𝑖) = −4 + 2𝑖 

|𝑧 − 𝑧 | = √16 + 4 = √20 ≈ 4.7 

 

 

 

 

 

اد اك (3) عق الاع ة ال سة الات ة مع ال  غة الق

 𝒛 = 𝟏 + √𝟑𝒊  

𝑟 = (1) + √𝟑 = 2 , 𝜃 = tan
√3
1

⟹ 𝜃 =
𝜋
3
 

−𝑧 = −2 − 2𝑖 

𝑧 = 2 + 2𝑖 𝑖𝑦 

𝑥 

|𝑧| = 2√2 

𝑧 = 2 − 2𝑖 

𝑧 = −3 + 4𝑖 

𝑧 = 1 + 2𝑖 

𝑖𝑦 

𝑥 

𝑧 + 𝑧 = −2 + 6𝑖 

𝑧 − 𝑧 = −4 + 2𝑖 

𝑧 = −3 + 4𝑖 

𝑧 = 1 + 2𝑖 

𝑖𝑦 

𝑥 

−𝑧 = 2 − 2𝑖 
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cos 𝜃 =
𝑥
𝑟

=
1
2

  

sin 𝜃 =
𝑦
𝑟

=
√3
2 ⎭

⎬

⎫
⟹ ع الاول   ال

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = 2 cos
𝜋
6

+ 𝑖 sin
𝜋
6

 

 
 

 𝒛 = −𝟏 + 𝒊  

𝑟 = (−1) + (1) = √2, 𝜃 = tan
1

−1
= tan (−1) 

cos 𝜃 =
𝑥
𝑟

= −
1

√2
  

sin 𝜃 =
𝑦
𝑟

=
1

√2
     

⎭
⎬

⎫
⟹ اني ع ال ⟹ ال 𝜃 = 𝜋 −

𝜋
4

=
3𝜋
4

 

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = √2 cos
3𝜋
4

+ 𝑖 sin
3𝜋
4

 
 𝒛 = −𝟏 − 𝒊   

𝑟 = (−1) + (−1) = √2, 𝜃 = tan (1) 

cos 𝜃 =
𝑥
𝑟

= −
1

√2
    

sin 𝜃 =
𝑦
𝑟

= −
1

√2
     

⎭
⎬

⎫
⟹ ال ع ال ال ⟹ 𝜃 = 𝜋 +

𝜋
4

=
5𝜋
4

  

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = √2 cos
5𝜋
4

+ 𝑖 sin
5𝜋
4

 

 𝒛 = 𝟐√𝟑 − 𝟐𝒊  

𝑟 = 𝟐√𝟑 + (−2) = 4, 𝜃 = tan
√

   

cos 𝜃 =
𝑥
𝑟

=
√3
2

  

sin 𝜃 =
𝑦
𝑟

= −
1
2

  ⎭
⎬

⎫
⟹ ع ا ع ال ال ⟹ 𝜃 = 2𝜋 −

𝜋
6

=
11𝜋

6
  

𝑧 = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = 4 cos
11𝜋

6
+ 𝑖 sin

11𝜋
6

 

𝜃 =
𝜋
3

 

𝑧 = 1 + √3𝑖 

𝑖𝑦 

𝑥 

𝜃 =
3𝜋
4

 

𝑧 = −1 + 𝑖 
𝑖𝑦 

𝑥 

𝜃 =
5𝜋
4

 

𝑧 = −1 − 𝑖 
𝑖𝑦 

𝑥 

𝜃 =
11𝜋

6
 

𝑧 = 2√3 − 2𝑖 𝑖𝑦 

𝑥 
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د (4) ي للع 𝑧  ج ال ال = −1 − 𝑖   ة ات الق اث ام الاح  اس

𝑟 = √2 , 𝜃 =    , 𝑧 = √2 cos + 𝑖 sin   

𝑧 =
1
𝑟

[cos(−𝜃) + 𝑖 sin(−𝜃)] 

=
1

√2
cos −

5𝜋
4

+ 𝑖 sin −
5𝜋
4

 

=
1

√2
cos

5𝜋
4

− 𝑖 sin
5𝜋
4

 

=
1

√2
−

1
√2

+ 𝑖
1

√2
= −

1
2

+
1
2

𝑖 

 
𝑎𝑟𝑔(𝑧                       :اث ان   (5) 𝑧 ) = 𝑎𝑟𝑔(𝑧 ) + 𝑎𝑟𝑔(𝑧 ) 

 البرهان   
𝑧 = 𝑟 (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 ),    𝑎𝑟𝑔(𝑧 ) = 𝜃  

𝑧 = 𝑟 (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 ),    𝑎𝑟𝑔(𝑧 ) = 𝜃  

⟹ 𝑧 𝑧 = [𝑟 (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 )]. [𝑟 (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 )] 

= 𝑟 𝑟 [(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 )(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 )] 

= 𝑟 𝑟 [(cos 𝜃 cos 𝜃 − sin 𝜃 sin 𝜃 ) + 𝑖(cos 𝜃 sin 𝜃 + sin 𝜃 cos 𝜃 )] 

⟹ 𝑧 𝑧 = 𝑟 𝑟 [cos(𝜃 + 𝜃 ) + 𝑖 sin(𝜃 + 𝜃 )] 

𝑎𝑟𝑔(𝑧 𝑧 ) = 𝜃 + 𝜃 = 𝑎𝑟𝑔(𝑧 ) + 𝑎𝑟𝑔(𝑧 ) 

 

 

 

 

 

𝜃  𝜃  

𝑧  

𝑖𝑦 

𝑥 

𝑧  

𝑧 + 𝑧  

𝜃 + 𝜃  

𝜃 =
3𝜋
4

 

𝑧 = −1 − 𝑖 

𝑦 

𝑥 

𝑧 = −
1
2 +

1
2 𝑖 

𝜃 =
5𝜋
4

 


