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cos   اث ان    مثال  𝜃 =  

  :الحل

𝑒 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 

𝑒 ( ) = cos(−𝜃) + 𝑖 sin(−𝜃) ⟹ 𝑒 = cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 

𝑒 + 𝑒 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 + cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 = 2 cos 𝜃 

⟹ cos 𝜃 =
𝑒 + 𝑒

2
 

 القوى للعدد المعقد (16.1)

ان  𝑧اذا  = 𝑟𝑒  د ة للع او صف فان الق ال ة   zلا  غة الات ى   تع

𝒛𝒏 = 𝒓𝒏𝒆𝒊𝒏𝜽, 𝒏 = 𝟎, ±𝟏, ±𝟐, … 

ان    مثال  𝑧اذا  = 𝑟𝑒  د معق ان   ع 𝑟و =  اث ان   1
𝑧 = cos 3𝜃 + 𝑖 sin 3𝜃 

 :الحل

𝑧 = 𝑒 = (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = cos 3𝜃 + 𝑖 sin 3𝜃    (   ف غة  د م  ( ص

1)اح     مثال  + 𝑖)   

 :الحل

𝑟 = √2, 𝜃 = tan (1) =
𝜋
4

, 

1 + 𝑖 = √2𝑒  

(1 + 𝑖) = √2𝑒 = 2 𝑒 = 16(cos 2𝜋 + 𝑖 sin 2𝜋) = 16(1 + 0) = 16 
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 الجذور للعدد المعقد (17.1)

د معق    ني لأ ع ر ال 𝑧ال = 𝑟(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)  عق د ال عادلة  𝜔غ صف ه الع ق ال ال 

ة:  الات

𝜔 = √𝑟 cos
𝜃 + 2𝑘𝜋

𝑛
+ 𝑖 sin

𝜃 + 2𝑘𝜋
𝑛

 

قي 𝑟√ح  د ال ني للع ر ال عق  𝑟 ل ال د ال ل الع ل  𝑘وان  ،  𝑧ال  = 0,1, … , 𝑛 − ة    1 او وال

θ   . عق د ال ة الع عق هي زاو د ال ة للع ن ور ال ل ال عة  𝜔} هي:  𝜔   وان م , 𝜔 , 𝜔 , … , 𝜔 } 

ور      مثال  𝑧ج ج = 1   

𝑟𝑒        :الحل = 1. 𝑒  ⇒ 𝑟 𝑒 = 1. 𝑒 , 𝑟 = 1 ⇒ 𝑟 = 1, 𝜃 = 0,  

Or   𝑧 = 1 ⟹ 𝑟 = √1 + 0 = 1, 𝜃 = 𝑡𝑎𝑛 = 0 

𝑟 = 1, 𝜃 = 0, 𝑛 = 4, 𝑘 =  اذن                                      0,1,2,3

𝜔 = √1 cos
0 + 2(0)𝜋

4
+ 𝑖 sin

0 + 2(0)𝜋
4

= (cos 0 + 𝑖 sin 0) = 1.  

𝜔 = √1 cos
0 + 2(1)𝜋

4
+ 𝑖 sin

0 + 2(1)𝜋
4

= cos
𝜋
2

+ 𝑖 sin
𝜋
2

= 𝑖 

𝜔 = √1 cos
0 + 2(2)𝜋

4
+ 𝑖 sin

0 + 2(2)𝜋
4

= (cos 𝜋 + 𝑖 sin 𝜋) = −1 

𝜔 = √1 cos
0 + 2(3)𝜋

4
+ 𝑖 sin

0 + 2(3)𝜋
4

= cos
3𝜋
2

+ 𝑖 sin
3𝜋
2

= −𝑖 

ور  𝑧 اذن ج = عة   1 ,1}هي ال 𝑖, −1, −𝑖 }  

Exercises (5)  
sin    اث ان  (1) 𝜃 = 
ان  (2) 𝑧اذا  = 𝑟𝑒 د معق ان ع 𝑟و = 𝑧   اث ان   1 = cos 𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃 
1−)اح   (3) + 𝑖) , ( 1 + 𝑖)   

ور    (4) 𝑧ج ج =  (2)او اح  2

(1−)اح  (5)  , (−𝑖) س    مع ال
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 حل تمارين 5 

sin    اث ان  (1) 𝜃 = 

 :الحل

𝑒 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 

𝑒 ( ) = cos(−𝜃) + 𝑖 sin(−𝜃) ⟹ 𝑒 = cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 

𝑒 − 𝑒 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 − cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 = 2𝑖 sin 𝜃 

⟹ sin 𝜃 =
𝑒 − 𝑒

2𝑖
 

ان  (2) 𝑧اذا  = 𝑟𝑒 د معق ان ع 𝑟و = 𝑧   اث ان   1 = cos 𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃 

 :الحل

𝐿. 𝐻. 𝑆.: 𝑧 = 𝑟 𝑒 = (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = cos 𝑛𝜃 + 𝑖 sin 𝑛𝜃 ف        غة  د م   ص

= 𝑅. 𝐻. 𝑆. 

1−)اح   (3) + 𝑖) , ( 1 + 𝑖)   

1 )                                                                                :الحل + 𝑖) 

  𝑧 = 1 + 𝑖    , 𝑟 = √2     , 𝜃 = tan (1) =
𝜋
4

       , 1 + 𝑖 = √2𝑒  

(1 + 𝑖) = √2𝑒 = 2 𝑒 =
1

16
(cos(−2𝜋) + 𝑖 sin(−2𝜋)) 

=
1

16
(cos 2𝜋 − 𝑖 sin 2𝜋) =

1
16

(1 − 0) =
1

16
 

(−1 + 𝑖)  
  𝑧 = −1 + 𝑖    , 𝑟 = √2     , 𝜃 = tan (−1) = −

𝜋
4

       , −1 + 𝑖 = √2𝑒  

(−1 + 𝑖) = √2𝑒 = 2 𝑒 = 8 cos −
3𝜋
2 + 𝑖 sin −

3𝜋
2 = 8(0 − 𝑖(−1)) = 8𝑖 
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ور لـ    (4) 𝑧ج ال =    (2)أو اح     2

𝑍    :الحل = 2 ⇒ 𝑧 = 2 + 0𝑖, 𝑟 = √2 + 0 = 2,𝜃 = tan , ⟹ 𝜃 = 0  
𝐨𝐫:     𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 = 2. 𝑒0𝑖  ⇒   𝑟 = 2   , 𝜃 = 0 

𝑟 = 2, 𝜃 = 0, 𝑛 = 4, 𝑘 = 0,1,2,3 

𝜔 = √𝑟 cos
𝜃 + 2𝑘𝜋

𝑛 + 𝑖 sin
𝜃 + 2𝑘𝜋

𝑛  

𝜔 = √2 cos
0 + 2(0)𝜋

4 + 𝑖 sin
0 + 2(0)𝜋

4 = √2(cos 0 + 𝑖 sin 0) = √2(1 + 1) = √2.  

𝜔 = √2 cos
0 + 2(1)𝜋

4 + 𝑖 sin
0 + 2(1)𝜋

4 = cos
𝜋
2 + 𝑖 sin

𝜋
2 = √2(0 + 𝑖) = √2𝑖 

𝜔 = √2 cos
0 + 2(2)𝜋

4 + 𝑖 sin
0 + 2(2)𝜋

4 = (cos 𝜋 + 𝑖 sin 𝜋) = √2(−1 + 0) = −√2 

𝜔 = √1 cos
0 + 2(3)𝜋

4 + 𝑖 sin
0 + 2(3)𝜋

4 = cos
3𝜋
2 + 𝑖 sin

3𝜋
2 = √2(0 − 𝑖) = −√2𝑖 

ور  𝑧 اذن ج = عة   2 , 2√ }هي ال √2𝑖 , −√2  , −√2𝑖  }  

(1−)اح  (5)  , (−𝑖) س    مع ال

(1−)                                                                             :الحل = 

𝑧 = 𝑟𝑒 , 𝑟 = −1 + 0 = 1 , 𝜃 = tan
𝑦
𝑥

= tan (0) , 𝜃 = 𝜋 اذا  ؟ ل  

د قع الع د م (1−)م ن س  م ال او    الربع الثاني ⇐ cos 𝜃 = = −1 , سال sin 𝜃 = = ج 0 م   

𝑟 = 1, 𝜃 = 𝜋, 𝑛 = 3, 𝑘 = 0,1,2 

𝜔 = √1 cos
𝜋 + 2(0)𝜋

3 + 𝑖 sin
𝜋 + 2(0)𝜋

3 = cos
𝜋
3 + 𝑖 sin

𝜋
3 =

1
2 + 𝑖

√3
2   

𝜔 = √1 cos
𝜋 + 2(1)𝜋

3 + 𝑖 sin
𝜋 + 2(1)𝜋

3 = (cos 𝜋 + 𝑖 sin 𝜋) = −1 + 0𝑖 = −1 

𝜔 = √1 cos
𝜋 + 2(2)𝜋

3 + 𝑖 sin
𝜋 + 2(2)𝜋

3 = cos
5𝜋
3 + 𝑖 sin

5𝜋
3 =

1
2 − 𝑖

√3
2  

ور  𝑧 اذن ج = عة   1− 1 }هي ال
2

+ 𝑖 √3

2
 , −1  , 1

2
− 𝑖 √3

2
  } 
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(−𝑖) = 

𝑧 = 𝑟𝑒 , 𝑟 = 0 + (−1) = 1 , 𝜃 = tan
−1
0

= فة ة مع اذا  ؟               ك ل  

د  قع الع د م م ن (−𝑖) س او   م ال الربع الثالث ⇐ cos 𝜃 = = ج 0 , م sin 𝜃 = = سال 1−   

𝑟 = 1, 𝜃 = −
𝜋
2

, 𝑛 = 3, 𝑘 = 0,1,2 

𝜔 = √1 cos
−𝜋/2 + 2(0)𝜋

3 + 𝑖 sin
−𝜋/2 + 2(0)𝜋

3 = cos
𝜋
6 − 𝑖 sin

𝜋
6 =

√3
2 −

1
2 𝑖 

𝜔 = √1 cos
− 𝜋

2 + 2(1)𝜋
3 + 𝑖 sin

− 𝜋
2 + 2(1)𝜋

3 = cos
𝜋
2   + 𝑖 sin

𝜋
2 = 0 + 𝑖 

𝜔 = √1 cos
− 𝜋

2 + 2(2)𝜋
3 + 𝑖 sin

− 𝜋
2 + 2(2)𝜋

3 = cos
7𝜋
6 + 𝑖 sin

7𝜋
6 = −

√3
2 −

1
2 𝑖 

ور  𝑧 اذن ج = −𝑖   عة √هي ال − 𝑖 , 𝑖  , − √ − 𝑖 } 

 ملاحظة

cos
7𝜋
6

= cos 𝜋 +
𝜋
6

= cos 𝜋 cos
𝜋
6

− sin 𝜋 sin
𝜋
6

= (−1) √3
2

− (0)
1
2

= −
√3
2

 

sin = sin 𝜋 + = sin 𝜋 cos + sin cos 𝜋 = (0) √ + (−1) = −   

 

 

 

 

 

 

 

𝜃 = −
𝜋
2

 

𝑧 = −𝑖 
𝑦 

𝑥 

𝜔 = −
√3
2 − 𝑖

1
2 

𝜔 = 0 + 𝑖 

𝑖𝑦 

𝑥 

(−1)  

𝜔 =
√3
2 − 𝑖

1
2 

𝜔 = −
1
2

− 𝑖
√3
2

 

𝜔 = −𝑖 

𝑖𝑦 

𝑥 

(−𝑖)  

𝜔 =
1
2 + 𝑖

√3
2  
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 الفصل الثاني
 الدوال التحليلية

 المتغير المعقد (1.2)

ان  ان  𝐷اذا  ة، و قا غ خال عة م ال قابلة  𝑧م ة ال عق اد ال عة الاع د م ال م لأ ع ی

عة  ى 𝑧، فأن  𝐷لل ا وت غ معق ه. 𝐷 ى م قة تغ  م

 الدوال المعقدة  (2.2)

ان 𝑅و 𝐷ل  ان غ خال ع عق , م ا م قا في ال ال فة  𝑓قال ل الة مع ان  𝑅الى  𝐷 مال اذا 

ل  دا 𝐷في  zل ج ع 𝑅  𝑓(𝑧) في  𝑤 ، ی = 𝑤   ، عة ى ال الة 𝐷ت ) لل ل ال ( ال و  ال

عة  ق   𝑅ال الة( ال ال  . ) لل

ة  مثال  الة الات ) لل ل ال ( ال 𝑓(𝑧)ج ال = 

𝐷   :الحل = {𝑧: 𝑧𝜖ℂ, 𝑧 ≠ 2𝑖}                                              

الةملاحظة:  ة ال ا   𝑓(𝑧) = 𝑤 ل الاتي 

𝑤 = 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) 

,𝑢(𝑥ح   𝑦)   الة قي لل ء ال ,𝑣(𝑥و ح  𝑓ل ال 𝑦)   الة الي لل ء ال ال  أ ان  𝑓ل ال

𝑅(𝑤) = 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝐼(𝑤) = 𝑣(𝑥, 𝑦) 

ة اك ا  مثال  الة الات 𝑤ل = 𝑧  غة𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣 الة الي لل قي وال ء ال د ال  ث ح

 :الحل

𝑙𝑒𝑡  z = 𝑥 + 𝑖𝑦 
𝑤 = 𝑧 = (𝑥 + 𝑖𝑦) = (𝑥 − 𝑦 ) + 2𝑖𝑥𝑦 

𝑅(𝑤) = 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑦 , 

𝐼(𝑤) = 𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑖𝑥𝑦 
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 دالة وحيدة القيمة (3.2)

ل  ان ل ة اذا  الة وح ال ن ال 𝑧𝜖𝐷ت ة   ةتقابله  w فق واح 𝑓(𝑧) ان  𝑅 في  = 𝑤 

ة   ال على دالة وح ال 𝑤م = 𝑧 + 𝑧 + 1 

 دالة متعددة القيم (4.2)

ى  الة ت 𝑓(𝑧)ال = 𝑤 د ع ل  م ان ل ة في اك م تقابله   𝑧𝜖𝐷ال اذا  الة  𝑅ة واح  𝑓(𝑧)م ال

دة ال   مثال  ع ة م الة الات 𝑤هل ان ال = 𝑧 

𝑤دالة     :الحل = 𝑧  ل د ال  ح ل ع الة    zم  لان wتقابله ثلاث  م  ال

𝑤 = 𝑧 = √𝑟 cos
𝜃 + 2𝑘𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜃 + 2𝑘𝜋
3

 , 𝑘 = 0,1,2 

 الدالة المتباينة  (5.2)

𝑤ل  = 𝑓(𝑧)  لقها ل  𝐷دالة م ان ل ة اذا وفق اذا  ای الة م 𝑧قال ان ال , 𝑧 ∈ ℂ فأن 

𝑓(𝑧 ) = 𝑓(𝑧 ) ⇔ 𝑧 = 𝑧  

 الدالة العكسية (6.2)

لقها  𝑓ل  اها   𝐷دالة م الة   𝑅وم ة لل الة الع م لها   𝑓 فأن ال لقها  𝑓(و اها  𝑅) هي دالة م وم

𝐷  ل 𝑤ل ∈ 𝑅  ج zفأن ی ∈ 𝐷   𝑤 = 𝑓(𝑧) 

الة  ة لل الة الع اب ال لالة    𝑧ن   𝑓ول 𝑧أ ان   𝑤ب = 𝑓 (𝑤)   ة غة الات ال ها  اب 𝑤ث نع  =
𝑓 (𝑧) 

الة   مثال  س ال 𝑓(𝑧) ج مع 𝑧ح ان  = ≠ 1 

   :الحل

𝑤 =
2

𝑧 + 1
⟹ 𝑤(1 + 𝑧) = 2 ⟹ 𝑤 + 𝑤𝑧 =

2 − 𝑤
𝑤

⟹ 𝑧 =
2
𝑤

− 1 

غة ال ها  اب 𝑤  و  = 𝑓 (𝑧) = − 1 
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 الدالة المركبة  (7.2)

الة      :𝑓ل ال 𝐵 ⟶ 𝐶   و 𝑔: 𝐴 → 𝐵  فاندوال 𝑓  ت𝑔  م له ف عل 𝑓𝑜𝑔 و انها دالة  ىتع
 𝑓𝑜𝑔: 𝐴 ⟶ 𝑐  الي ال ف   وتع

(𝑓𝑜𝑔)(𝑧) = 𝑓 𝑔(𝑧) , ∀ 𝑧 ∈ 𝐴 

ة:    ≠ 𝑓𝑜𝑔  ملاح 𝑔𝑜𝑓 

ان    مثال  𝑓(𝑧) اذا  = 𝑧  ح ان𝑔(𝑧) = 𝑧 + , 𝑓𝑜𝑔:   ج  1 𝑔𝑜𝑓   

   :الحل
(𝑓𝑜𝑔) (𝑧) = 𝑓 𝑔(𝑧) = (𝑧 + 1)  
(𝑔𝑜𝑓) = 𝑔 𝑓(𝑧) = 𝑧 + 1 

 اتالغاي (8.2)
الة  𝑓(𝑧)قال لل = 𝑤  ة ق ار ال فة  ع ل  𝑧ال ة م ب  𝑤لها غا ما تق  وت  𝑧م   𝑧ع

𝐥𝐢𝐦
𝒛⟶𝒛𝟎

𝒇(𝒛) = 𝒘𝟎 

 إذا وفق إذا 
∀ϵ > 0, ∃ 𝛿 > 0 ,0 < |𝑧 − 𝑧 | < 𝛿 ⇒ |𝑤 − 𝑤 | < ϵ 

الة  ة ال ي انه ان  ع 𝑓(𝑧)وه  = 𝑤  ة م ح ق ما  𝑤ت ا م  𝑧ع ه ج  .𝑧ق

 

 

 

 

 

ها  ة م ي تقع في دائ اص ال اب أ ان الع م الاق ضح مفه ل ی ها  𝑧ال ف ق فانه   𝑥𝑦في ال  𝛿ون

ها  ة أخ م اص تقع في دائ ه الع ر له ع ال 𝑤ج ها  و   ف ق  . 𝑢𝑣في ال  𝜖ن

𝑤 

𝑤  

𝑣 

𝑢 

𝑧 

𝑧  

𝑦 

𝑥 


