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 علاقة المشتقة بالاستمرارية  (12.2)

ل دالة مبرهنة   :𝑓  ة ق قاق ع ال 𝑧قابلة لاش ن    ة.   ت ق ة ع تل ال الة م  تل ال

الة  البرهان ا ان ال  :𝑓  ة ق قاق ع ال 𝑧قابلة لاش 𝑓(𝑧اذن    دة. الان  ( ج  م

lim
∆ →

[𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)] = lim
∆ →

[𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)]
∆𝑧
∆𝑧

 

= lim
∆ →

𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)
∆𝑧

(∆𝑧)  

= lim
∆ →

𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)
∆𝑧

. lim
∆ →

(∆𝑧) 

= 𝑓 (𝑧). 0 

= 0 

ل على   اذن ن

lim
∆ →

[𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)] = 0 

⇒ lim
∆ →

𝑓(𝑧 + ∆𝑧) = 𝑓(𝑧) 

limأ ان 
→

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧)  ة ع الة م  . 𝑧اذن ال

قاق ع تل  ن قابلة للاش ورة ت ة ل  ة مع ة ع نق ل دالة م ح أ ان  ا ص ة ل دائ ه ع ال

ال على ذل  ة ، م ق 𝑓(𝑧)ال = 𝑧  قاق ع عق ول غ قابلة لاش ع نقا ال ال ة ع ج دالة م

𝐼(𝑧) ≠ 0. 



43 

 

    قسم الرياضيات الأساسية / كلية التربية /دارغوث /جامعة الموصلد. ربيع  أعداد:

2021-2022  الصف الرابع محاضرات في التحليل العقدي      

Exercises (7)  
الة   .1 ها ال ن ف ي ت قا ال 𝑓(𝑧)ج ال ة =  غ م

ة    .2 ق ة ع ال ة م الة الات 𝑧هل ال = 𝑖 

𝑓(𝑧) =
1 + 𝑖 , 𝑧 = 𝑖

1
1 − 𝑧

,      𝑧 ≠ 𝑖   

ة    .3 ق ة ع ال ة م الة الات 𝑧هل ال = 0 

𝑓(𝑧) =
0, 𝑧 = 0
𝑧
𝑧

,      𝑧 ≠ 0
  

ان  .4 𝑓(𝑧)اذا  = 𝑧  ة ق ع ع ال ام ال اس قة   (𝑖−)  ج ال

ان   .5 𝑓(𝑧) اذا  = |𝑧|  دة ع ج قة غ م 𝑧اث ان ال = 0 

قاق ع  .6 ة وغ قابلة للاش ة مع ة ع نق ال على دالة م ة.اذ م ق  تل ال
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7حل التمارين   

الة  .1 ها ال ن ف ي ت قا ال 𝑓(𝑧)ج ال ة  =  غ م

او صف اذن :الحل قام  ن ال ما  دة أ ع ج ن غ م ما ت ة ع الة غ م ن ال  ت

𝑧 + 1 = 0 ⟹ 𝑧 = −1 ⟹ 𝑧 = ±𝑖 

ة هي   ها فغ م ن ف قا ت اذن ال {−𝑖, 𝑖} 

ة    .2 ق ة ع ال ة م الة الات 𝑧هل ال = 𝑖 

𝑓(𝑧) =
1 + 𝑖 , 𝑧 = 𝑖

2
1 − 𝑧

,      𝑧 ≠ 𝑖   

 :الحل
(1) 𝑓(𝑖) = 1 + 𝑖  

(2) lim
⟶

= = = ( ) = 1 + 𝑖  

(3) 𝑓(𝑖) = lim
⟶

𝑓(𝑧) = 1 + 𝑖 

ة ع   الة م 𝑧اذن ال = 𝑖 

ة  .3 ق ة ع ال ة م الة الات 𝑧هل ال = 0 

𝑓(𝑧) =

0, 𝑧 = 0

𝑧
  𝑧   

,        𝑧 ≠ 0
  

 :الحل
(1) 𝑓(0) = 0  
(2) lim

⟶
  

ب  ق ما  قي فأن  0م   𝑧الان ع ر ال 𝑦م ال =  فأن 0

lim
⟶

𝑧
𝑧

= lim
⟶

𝑥
𝑥

= 1 = 𝐿  



45 

 

    قسم الرياضيات الأساسية / كلية التربية /دارغوث /جامعة الموصلد. ربيع  أعداد:

2021-2022  الصف الرابع محاضرات في التحليل العقدي      

ب  ق ما  الي فأن  0م   𝑧وع ر ال 𝑥م ال =  فأن 0

lim
⟶

𝑧
𝑧

= lim
⟶

−𝑖𝑦
𝑖𝑦

= −1 = 𝐿  

⟹ 𝐿 ≠ 𝐿  

دة ج ة غ م الة،  اذن الغا ة ع  غ اذن ال 𝑧م = 0    

ان  .4 𝑓(𝑧)اذا  = 𝑧  ة ق ع ع ال ام ال اس قة   (𝑖−)  ج ال

 :الحل

𝑓 (𝑧) = lim
∆ →

𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)
∆𝑧

= lim
∆ →

(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑧
∆𝑧

 

=  lim
∆ →

𝑧 + 3𝑧 (∆𝑧) + 3𝑧(∆𝑧) ) + (∆𝑧) − 𝑧
∆𝑧

 

=  lim
∆ →

∆𝑧[3𝑧 + 3𝑧(∆𝑧) + (∆𝑧) ]
∆𝑧

 

=  lim
∆ →

(3𝑧 + 3𝑧(∆𝑧) + (∆𝑧) ) = 3𝑧 

𝑓 (−𝑖) = −3𝑖 

ان   .5 𝑓(𝑧) اذا  = |𝑧|  دة ع ج قة غ م 𝑧اث ان ال = 0 

 :الحل

𝑓 (𝑧) = lim
∆ →

|𝑧 + ∆𝑧| − |𝑧|
∆𝑧

 

=  lim
∆ →

(𝑧 + ∆𝑧)(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑧(𝑧)
∆𝑧

 

=  lim
∆ →

𝑧 (𝑧) + 𝑧 (∆𝑧) + (∆𝑧)(𝑧) + (∆𝑧)(∆𝑧) − 𝑧(𝑧)
∆𝑧

 

=  lim
∆ →

𝑧 (∆𝑧)
∆𝑧

+ (𝑧) + (∆𝑧) 
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=  lim
∆ →

𝑧 (∆𝑧)
∆𝑧

+ (𝑧) 

ار ان  اع 𝑧∆و = ∆𝑥 + 𝑖∆𝑦 ،𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ج  ی

=  lim
∆ →

(𝑥 + 𝑖𝑦)(∆𝑥 − 𝑖∆𝑦)
∆𝑥 + 𝑖∆𝑦

+ (𝑥 − 𝑖𝑦) 

ما الان  𝑧∆ ع → ل على  0 قي ن ر ال از ال ار ی 𝑦∆م على م = ض  0  نع

𝑓 (𝑧) = lim
∆ →

(𝑥 + 𝑖𝑦)(∆𝑥)
∆𝑥

+ (𝑥 − 𝑖𝑦) 

= lim
∆ →

2𝑥 

= 2𝑥 = 𝐿  

ماو  𝑧∆ ع → ل على  0 الي ن ر ال از ال ار ی 𝑥∆م على م = ض  0  نع

𝑓 (𝑧) =  lim
∆ →

(𝑥 + 𝑖𝑦)(−𝑖∆𝑦)
𝑖∆𝑦

+ (𝑥 − 𝑖𝑦) 

=  lim
∆ →

−(𝑥 + 𝑖𝑦) + (𝑥 − 𝑖𝑦) 

= −2𝑦𝑖 = 𝐿  

𝐿ا ان  ≠ 𝐿  

دة             ج قة غ م  اذن ال
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 ريمان  -معادلة كوشي (13.2)

الة ا 𝑓(𝑧)ل = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖 𝑣(𝑥, 𝑦)  ة ق قاق ع ال ن قابلة للاش 𝑧ت = 𝑥 + 𝑦  اذا حقق ال

:  الآت

ال  الشرط الأول: ة لل ئ قات ال ع ال ن ج ,𝑢ان ت 𝑣 ار ة ع ج دة وم ج 𝑧 م قة     أ ان  𝐷في ال

𝑢 , 𝑢 , 𝑣 , 𝑣 ار ة ع ج دة وم ج 𝑧 م قة      .𝐷في ال

شي  الثاني:الشرط  ي  ان –إذا حقق معادل  ر

𝝏𝒖
𝝏𝒙

=
𝝏𝒗
𝝏𝒚

      

𝝏𝒖
𝝏𝒚

= −
𝝏𝒗
𝝏𝒙

 

ة  ق قة ع ال ع ع ال غة   𝑧و ال 𝑓اما  (𝑧) = 𝑢 + 𝑖𝑣 غة     ال 𝑓أو  (𝑧) = 𝑣 + 𝑖𝑢. 

قاق ام لا؟  مثال  ة قابلة للاش وال الات ان ال ا إذا   ب 

(𝟏)   𝑓(𝑧) = 𝑧          ,      (𝟐)   𝑓(𝑧) = 𝑧    

 :الحل
(𝟏)   𝑓(𝑧) = 𝑧  , 

𝑓(𝑧) = (𝑥 + 𝑖𝑦) = 𝑥 − 𝑦 + 2𝑖𝑥𝑦 
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑦 , 𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 2𝑥    ,
𝜕𝑣
𝜕𝑥

= 2𝑦     

𝜕𝑢
𝜕𝑦

= −2𝑦 ,
𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 2𝑥 

ة   ئ قات ال ع ال 𝑢اذن ج , 𝑢 , 𝑣 , 𝑣  شي ي  ق معادل الة ت ل ال ة و دة وم ج ان –م  ر
𝜕𝑢
𝜕𝑥

=
𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 2𝑥     ,            
𝜕𝑢
𝜕𝑦

= −
𝜕𝑣
𝜕𝑥

= −2𝑦 

الة  𝑓(𝑧) اذن ال = 𝑧  قاق  قابلة للاش

𝑓 (𝑧) = 𝑢 + 𝑖𝑣 ⟹   𝑓 (𝑧) = 2𝑥 + 𝑖2𝑦  ⟹   𝑓 (𝑧) = 2(𝑥 + 𝑖𝑦) ⟹   𝑓 (𝑧) = 2𝑧 
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 (𝟐)   𝑓(𝑧) = 𝑧 , 
𝑓(𝑧) = (𝑥 + 𝑖𝑦) = 𝑥 − 𝑖𝑦 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥   , 𝑣(𝑥, 𝑦) = −𝑦 
𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 1           ,         
𝜕𝑣
𝜕𝑥

= 0  
𝜕𝑢
𝜕𝑦

= 0           ,         
𝜕𝑣
𝜕𝑦

= −1 

ة   ئ قات ال 𝑢ال , 𝑢 , 𝑣 , 𝑣 ق الة  لا ت ة ول ال دة وم ج شي  م ي  ان لان –معادل  ر
𝜕𝑢
𝜕𝑥

≠
𝜕𝑣
𝜕𝑦

 

وال 𝑓(𝑧) اذن ال = 𝑧   قاق .غ  قابلة للاش

 الدالة التحليلية (14.2)

الة  𝑤قال ان ال = 𝑓(𝑧)    ة ق ة في ال ل ل ة  𝑧انها ت ق قاق في ال ان قابلة للاش ة  𝑧اذا  ق ار ال وفي ج

𝑧 . 

الة و  𝑤قال ان ال = 𝑓(𝑧)   ة في ال ل ل ان  𝐷 قةانها ت قة اذا  ع نقا ال ة في ج ل ل  . 𝐷ت

ن     مثال ة ت ة ع أ نق الة الات 𝑓(𝑧) ال = 𝑥 + 𝑖𝑦  ةدالة ل ل    𝐷 قةفي ال ت

 الحل:
𝑓(𝑧) = 𝑥 + 𝑖𝑦 ⟹   𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥  , 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑦  

𝜕𝑢
𝜕𝑥

= 2𝑥        ,          
𝜕𝑣
𝜕𝑥

= 0   
𝜕𝑢
𝜕𝑦

= 0          ,          
𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 2𝑦 

ة   ئ قات ال ع ال 𝑢اذن ج , 𝑢 , 𝑣 , 𝑣  شي ي  ة معادل ال ة ، اما  دة وم ج ان فان –م  ر

  
𝜕𝑢
𝜕𝑦

= −
𝜕𝑣
𝜕𝑥

= 0     

ن  ي ت =   ول 𝑥 ان     = 𝑦  . 

الة  ن ال ما 𝑓اذن ت ة ع ل ل ان أ  ت او الي م قي وال ء ال 𝑅ن ال 𝑓(𝑧) = 𝐼(𝑓(𝑧)). 
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الة  مثال ه ان ال ة ب 𝑓(𝑧) الات = |𝑧|  قاق ع 𝑧قابلة للاش = ها ل  0 ةول ل ل ة ت ق   ع تل ال

قة :الحل ه ان ال دة ع  أولا ن ج 𝑧م = قة) 0 اد ال ع لإ م ال   ( ن

𝑓 (𝑧) = lim
∆ →

𝑓(𝑧 + ∆𝑧) − 𝑓(𝑧)
∆𝑧

= lim
∆ →

|𝑧 + ∆𝑧| − |𝑧|
∆𝑧

 

=  lim
∆ →

(𝑧 + ∆𝑧) 𝑧 + ∆𝑧 − 𝑧𝑧
∆𝑧

 

=  lim
∆ →

𝑧𝑧 + 𝑧∆𝑧 + ∆𝑧𝑧 + ∆𝑧∆𝑧 − 𝑧𝑧
∆𝑧

 

=  lim
∆ →

𝑧∆𝑧 + ∆𝑧𝑧 + ∆𝑧∆𝑧
∆𝑧

 

=  lim
∆ →

𝑧∆𝑧
∆𝑧

+ 𝑧 + ∆𝑧                      … … … … … . . . (1) 

ان  𝑧إذا  = عادلة ( 0 ض في ال ل1نع  ) ن

𝑓 (0) = lim
∆ →

(0)∆𝑧
∆𝑧

+ (0) + ∆𝑧 = lim
∆ →

∆𝑧 = 0 

ة ق دة ع ال ج قة م 𝑧 اذن ال = او   0 𝑓وت (0) = 0 

ة ع  ل ل الة ل ت ه ان ال 𝑧الان ن = ة ،  0 ق ار ال دة  ج الة غ م قة ال ه ال 𝑧ا ن = 0 
ان  𝑧اذا  ≠ ان  0 ة أ ان  𝑧∆و 𝑧∆ح = ∆𝑥  ,   اذن∆𝑧 = ∆𝑥 ) عادلة ض في ال ل1نع  ) ن

𝑓 (𝑧) =  lim
∆ →

𝑧∆𝑧
∆𝑧

+ 𝑧 + ∆𝑧   = lim
∆ →

𝑧∆𝑥
∆𝑥

+ 𝑧 + ∆𝑥 = 𝑧 + 𝑧  

𝑓 (𝑧) =  𝑧 + 𝑧                                                                                          … … … … … . . (2) 

ان  ة  أ ان  𝑧∆اما اذا  ال 𝑧∆خ = 𝑖∆𝑦   اذن∆𝑧 = −𝑖∆𝑦 ل عادلة (*) ن ض في ال  نع

𝑓 (𝑧) =  lim
∆ →

𝑧∆𝑧
∆𝑧

+ 𝑧 + ∆𝑧   = lim
∆ →

−𝑖𝑧∆𝑦
𝑖∆𝑦

+ 𝑧 − 𝑖∆𝑦 = −𝑧 + 𝑧    

𝑓 (𝑧) = −𝑧 + 𝑧                                                                                        … … … … … . . (3) 

عادل ( ة3) و(2ا ان ال ق ر ال دة  ج قة غ م او فأن ال z) غ م = 0  . 

ة ع  ل ل الة ل ت zاذن ال = 0 . 


